Kolokwium z réwnan rézniczkowych. Rozwiazania.

GRuUPA A
Zadanie 1. Rozwiaz réwnanie Bernoulliego
y =ytgr +ylcosx

7z warunkiem poczatkowym y(§) = —%. Czy rozwigzanie pozostaje ograniczone w
przedziale |z| < 57 Jedli tak, to oblicz granice limy(z) gdy » — +7.

Rozwigzanie. Warunek poczatkowy wskazuje na to, ze y # 0. Dzielac rOwnanie przez
y* i podstawiajac z = y~2 uzyskujemy

7 = —3ztgx — 3cosw.

Rownanie jednorodne ma rozwigzanie In|z(z)| = —3 [tgx, czyli z(z) = C - cos®z

(Jtgzdx = —In|cosz| 4+ C). Uzmienniajac staly dostajemy C’(z)cos® x = —3cosz, a
wiec C(r) = —3tgx + D (przypominamy: (tgz) = —3—). Stad, ostatecznie

cos?

2(z) = cos® z(—3sinx 4 D cos ).

Jesli y(n/4) = —3+4/§,9 ;r,o z(m/4) = —%. Jako, ze sinZ = cosZ = 272, mamy
(=3+D)-27%2 =22 Stad D —3 =~ czyli D= LI, A wiec
1

x) = :

y() cosxy/ —3tgr + D
Z ciaglosci tangensa wynika, ze na zbiorze [—m/2,7/2| istnieje takie zg, ze tgxy =
—D/3. A zatem z(zo) = 0, czyli y nie jest ograniczona w [—7/2, 7/2]. Ponadto widzimy,
ze gdy © — +m/2, z(x) — 0. Wiec obie granice na brzegach tez beda nieskonczone. [

Zadanie 2. Wykaz, ze rOwnanie
y =ycos®x +sinz
ma doktadnie jedno rozwigzanie okresowe i znajdz je.

Rozwigzanie. Z pewnoScig nie istnieja dwa rozwiazania okresowe. Istotnie, jesli y; i yo
sa rozwigzaniami okresowymi, to ich réznica spetnia réwnanie jednorodne 3’ = g cos? z,

sin 2z

czyli y1 — yo = Ce®/* 75 (przypominam: [ cos?z = 5+ %) Ale 5 + Sinfx >L—1

. . sin2s . ) )
wiec funkcja et/ 2+ jest nieograniczona.
7 7¢ rozwiazanie )sowe uzmienni st 1 otrz je
Aby znalezé rozwiazanie okresowe uzmienniamy stala i otrzymujem

C’(IL’) =sinx - efx/g,sin%‘

Czyli, ostatecznie (tutaj wazne sa granice catkowanial)

. T .
y(z) = ™2+ (D +/ e U2~ gin ydy) :
0

Pozostaje tylko pokaza¢, ze istnieje takie D, ze y jest okresowa. Zauwazmy, ze y(0) = D.
Zauwazmy, ze w §wietle okresowosci funkeji cosx i sin x, wystarczy pokazaé, ze istnieje
takie D, 7e y(2m) = y(0). W rzeczy samej, jesli y(z) spelnia rownanie wyjsciowe 7
warunkiem poczatkowym y(0) = yo oraz y(27) = 0, to funkcja yo(z) = y(x—27) spelnia
to samo rownanie 7z tym samym warunkiem poczatkowym. Na mocy jednoznacznosci
yo(x) = y(x), czyli y(z — 27) = y(x). Stad y jest okresowa.

Ale mamy
2m sin
y(2m) = e" (/ e V2 gin ydy + D) .
0

Ktadac ’
e fo% e~/2= " sin ydy

e

D




otrzymujemy szukane rozwigzanie. 0

Zadanie 3. Znajdz calke pierwsza rOwnania

322 2 223 + 5
:E+ydx_ a:j;ydy:

2 0.
‘ . . . 24,2 _ou_ > o, .. .
igzanie. waz ze = =2 = -2 Row » jest wiec zupelne.
Rozwiqgzanie. Zauwazmy, ze gy Sxy;ry 6690 2xy3 5y 6;3 Rownanie jest wiec zupelne

Calkujac pierwsza czes¢ po z uzyskujemy H(z,y) = ;—2 +x+4+C(y). Wtedy %H(x, y) =
—231%3 + C'(y) = —Qyi;’ —5/y% Stad C(y) =5/y + D. A zatem

3 5
H(z,y) = — +x+-+D.
Y Y

O

Zadanie 4. Znajdz rodzine krzywych, ktore sa prostopadte do rodziny y? = Ce*+z+1,
C eR.

Rozwigzanie. W punkcie (g, yo) nachylenie krzywej z rodziny jest rowne y’ = \/% =

Yy—x

Nk
Krzywa prostopadla bedzie miata nachylenie rowne —1/y/, czyli x—‘g Otrzymujemy
wiec rOwnanie
dy _ VY
dv  x—y
To réwnanie o wiele tatwiej rozwiazaé¢ przyjmujac = za niewiadoma, a y za zmienng.
Mamy wtedy
dx 1
Iy = ﬁx — VY.
Jest to réwanie liniowe niejednorodne. Rozwigzanie rownania jednorodnego ma postac
z(y) = C - e*V¥. Uzmienniajac stalag dochodzimy do warunku

C'(y) = —ye 7.

= —/u4e“du =

=e (u4 + 4ud + 120% + 24u + 24) + D.

A wiec

u =

S

cty) = - [ vie iy =4 1

u

<

S|~

W ostatecznosci

2(y) = VD + V¥ (y? + 4y*/? + 12y + 24y"/? + 24) .

GRUPA B

Zadanie 1. Rozwigz réwnanie Bernoulliego
31y
/ = — — 3 .
y=5 <x + /Yy x cos :U)

I przedyskutuj jednoznaczno$é rozwigzania w zaleznosci od warunku poczatkowego
y(0) = yo.



Rozwigzanie. Rownanie jest do$¢ nietypowe, bo wyktadnik przy y jest niecaltkowity.
Po pierwsze mamy rozwigzanie y = 0.
Dzielimy obie strony przez %\T/@ i podstawiamy z = y?/3. Otrzymujemy

2
2(z) = =+ zcosw.
T

Uzmienniajac stata dostajemy z(z) = C' - x, a nastepnie C’'(x) = cosz. Stad
z(z) = z(sinz + D).

A wiec

y(x) = 2% (sinz + D)3/2 .
W tej chwili mozemy przystapi¢ do dyskusji jednoznacznosci. Kiedy y # 01z # 0,
prawa strona jest gladka, wiec mamy lokalng jednoznaczno$¢ z twierdzenia Cauchy’ego—
Picarda. Problem moze pojawié¢ sie przy dojsciu z y do zera lub przy x — 0.

Zauwazmy, ze niezaleznie od wyboru D mamy lim, o y(z) = 0 oraz lim,_o¢y'(z) = 0.
W zwigzku z tym rozwigzanie dochodzi do rozwigzania zerowego i przeczy to jednoz-
nacznosci.

7 drugiej strony, jesli D € [—1,1], to gdy zo = arcsin D, mamy y(zo) = 0. W
tym przypadku znowu dochodzimy do zera w skonicznym czasie i mozemy sobie skleja¢
rozwigzania. Zauwazmy przy tym, ze wykladnik 3/2 w potedze gwarantuje, ze jesli
y(x) =0, to y'(z) = 0: rozwiazania sklejaja sie gltadko.

Pozostaje tylko wyliczy¢, dla jakich yo mamy D € [—1,1], ale to juz pomine. 0

Zadanie 2. Niech f(z) bedzie ciagta i ograniczona na R. Udowodnij, 7e rownanie

y' +y=f(z)
ma doktadnie jedno rozwigzanie ograniczone. Wykazaé, ze jesli f jest okresowa, to
rozwigzanie to tez jest funkcja okresowa.

Rozwigzanie. Jedyno$¢ rozwigzania ograniczonego pokazujemy identycznie, jak w przy-
padku zadania drugiego w grupie A.

Istnienie wynika z nastepujacej argumentacji. Rownanie jednorodne ma rozwigzanie
y(x) = e, wiec rozwiazanie szczegolne rownania niejednorodnego (RSRN) ma postac

y(z) = e (/0 ¢ f(s)ds + D) |

Zauwazmy, ze jesli |f| < M, to |y(z)| < |D|e~*. Czyli przy x — oo kazde rozwiazanie
pozostaje ograniczone. Pozostaje tylko znalezé¢ takie D, zeby rozwiazanie byto ogranic-
zone przy x — —oo. Poniewaz e”* — 00, gdy x — —oo, D musi spelnia¢ warunek taki,
zeby

xT

lim e’f(s)ds = —D.

T—r—00 0

A wiec D = fi)oo e’ f(s)ds jest jedynym kandydatem. Wtedy mamy

y(z) =e" /_g; f(s)e’ds.

Zauwazmy, 7e catka w powyzszym wzorze szacuje sie przez Me®, gdy |f| < M. Stad
ly| < M, wiec rozwiazanie istotnie jest ograniczone.

Przypu$émy teraz, ze f jest okresowa. Badanie bezposrednie, 7ze y jest okresowa
przekracza cierpliwo$é¢ 95% populacji. Dlatego zastosujemy inng metode: wezmy y
rozwigzanie ograniczone i w(z) = y(x + 1) (T jest okresem). Wtedy v’ = w + f(z) a
wiec w spelnia to samo réwnanie i tez jest ograniczone. A wiec w = y. 0

Zadanie 3. Znajd7 catke pierwsza rowania

(14 y?sin 2z)dz — 2y cos® xdy = 0.



Rozwiqgzanie. Zauwazmy, ze 8%(1 +y?sin 2x) = —8%23/00323: = 2ysin2x. A wiec mamy
zupetnod¢ uktadu. Stad H(z,y) = = — sy*cos2x + C(y). Wtedy H| = —ycos2x +

C'(y) = —2ycos’x. Ale ze wzoréw redukcyjnych mamy cos2z = cos’z — sin’x =

2cos’z — 1. Stad C’(y) = y. Ostatecznie
2 1
H(z,y) =z — Iy200s2x + §y2 + D.
[

Zadanie 4. Niech C bedzie krzywa zawarta w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych.
Zalozmy, 7e dla kazdego punktu (zg,yo) € C pole trapezu utworzonego przez:

Fragment osi OX;
Fragment osi OY;
— Fragment stycznej do C' w punkcie (zg, yo).
— Odcinek pionowy, ktory taczy (xg,yo) z osia OX.

Jest stale rowne 1 a krzywa C' przechodzi przez (1,1). Znajdz rowanie tej krzywej.

Rozwigzanie. Styczna do krzywej C' w punkcie C' = (¢, yo) przecina o§ OY w punkcie
A = (0,90 — y'(x0)xp). Odcinek osi OY taczacy B = (0,0) 7z punktem A oraz odcinek
pionowy taczacy (zo,v0) z D = (20, 0) stanowia podstawy trapezu. Wysokoscia trapezu
jest odcinek BD. Liczac w sposob oczywisty dlugosci bokow |AB|, |CD| i |BD oraz
korzystajac z wzorn S = 1(a + b)h uzyskujemy

1
Pole trapezu = 5(2y0 + 1/ (o) x0) 70 S

Opusémy teraz zera w subskryptach dla czytelnosci. Mamy réwnanie rézniczkowe

1
éy/a:Q +ay = 1.

Jest to réwnanie liniowe niejednorodne. Roéwnanie jednorodne ma postac¢ y' = 22 i
rozwigzanie y(z) = Cz? Wstawiajac do réwnania mamy C’(z)z? = 1, czyli C(x) =
D — glg A zatem
1
r) = Da* — —.
y(x) ™
Warunek y(1) = 1 daje D = %. O

KRYTERIA OCENIANIA
Za kazde zadanie mozna uzyska¢ maksymalnie 4 punkty.

Grupa A.

e Zadanie 1
1pkt: Wtasciwe podstawienie.
1pkt: Rozwiazanie rOwnania.
1pkt: Wyliczenie stalej.
1pkt: Dyskusja ograniczonosci.
e Zadanie 2
1pkt: Rozwigzanie rownania.
2pkt: Istnienie rozwiagzania ograniczonego.
1pkt: Jednoznacznosé i okresowosc.
e Zadanie 3
1pkt: Sprawdzenie zupelnodci.
3pkt: Wyznaczenie funkcji.
e Zadanie 4
1pkt: Napisanie rownania.
1pkt: Wyrugowanie statej C'.



2pkt: Rozwigzanie réwnania

Grupa B.

e Zadanie 1
1pkt: Wtasciwe podstawienie.
2pkt: Rozwiazanie rownania.
1pkt: Dyskusja jednoznacznosci (nawet krotka).
e Zadanie 2
1pkt: Rozwiazanie rOwnania.
2pkt: Istnienie rozwigzania.
1pkt: Jednoznacznosé.
e Zadanie 3
1pkt: Sprawdzenie zupetnosci.
3pkt: Wyznaczenie funkcji.
e Zadanie 4
2pkt: Napisanie poprawnego rownania.
2pkt: Rozwigzanie réwnania

WYNIKI

Imiona wstawiatem tylko tam, gdzie nie wyznaczalo to osoby jednoznacznie. Ocena
oznacza ocene z kolokwium, moze ona by¢ podniesiona przez oddawanie zadan. Nie
dotyczy to oceny niedostatecznej, ktéra poprawi¢ moze jedynie kolokwium poprawkowe.

Imie | nrindeksu | grupa || Zad 1. | Zad 2. | Zad 3. | Zad 4. || Suma | Ocena
222124 B 2 0 2 4 ndst
222167 B 4 4 2 4 14 bdb
Tomasz | 222168 B 3 0 3 4 10 dst+
Piotr 233875 A 4 0 0 4 ndst
233970 A 3 1 4 8 dst
234163 A 4 2 — 2 8 dst
234204 B 4 2 4 4 14 bdb
234585 A 1 1 0 0 2 ndst
234586 A 0 4 1 5 ndst
234596 B 3 0 3 6 | ndst+
234701 B — 1 0 3 4 ndst
Tomasz | 235854 B 3 3 4 — 10 dst+
Piotr 235886 B 4 2 4 2 12 db
Tomasz | 236049 B 4 3 4 4 15 bdb
Tomasz | 245893 B 2 3 4 4 13 db—+




