
Kolokwium z równa« ró»ni
zkowy
h. Rozwi¡zania.Grupa AZadanie 1. Rozwi¡» równanie Bernoulliego
y′ = y tg x + y4 cos xz warunkiem po
z¡tkowym y(π

4
) = −3

√
2

4
. Czy rozwi¡zanie pozostaje ograni
zone wprzedziale |x| < π

2
? Je±li tak, to obli
z grani
e lim y(x) gdy x → ±π

2
.Rozwi¡zanie. Warunek po
z¡tkowy wskazuje na to, »e y 6≡ 0. Dziel¡
 równanie przez

y4 i podstawiaj¡
 z = y−3 uzyskujemy
z′ = −3z tg x − 3 cos x.Równanie jednorodne ma rozwi¡zanie ln |z(x)| = −3

∫

tg x, 
zyli z(x) = C · cos3 x(∫ tg x dx = − ln | cosx| + C). Uzmienniaj¡
 staª¡ dostajemy C ′(x) cos3 x = −3 cos x, awi�
 C(x) = −3 tg x + D (przypominamy: (tg x)′ = 1

cos2 x
). St¡d, ostate
znie

z(x) = cos2 x(−3 sin x + D cos x).Je±li y(π/4) = −3
√

2

4
, to z(π/4) = −29/2

27
. Jako, »e sin π

4
= cos π

4
= 2−1/2, mamy

(−3 + D) · 2−3/2 = −29/2

27
. St¡d D − 3 = −64

27
, 
zyli D = 17

27
. A wi�


y(x) =
1

cos x 3
√
−3 tg x + D

.Z 
i¡gªo±
i tangensa wynika, »e na zbiorze [−π/2, π/2] istnieje takie x0, »e tg x0 =
−D/3. A zatem z(x0) = 0, 
zyli y nie jest ograni
zona w [−π/2, π/2]. Ponadto widzimy,»e gdy x → ±π/2, z(x) → 0. Wi�
 obie grani
e na brzega
h te» b�d¡ niesko«
zone. �Zadanie 2. Wyka», »e równanie

y′ = y cos2 x + sin xma dokªadnie jedno rozwi¡zanie okresowe i znajd¹ je.Rozwi¡zanie. Z pewno±
i¡ nie istniej¡ dwa rozwi¡zania okresowe. Istotnie, je±li y1 i y2s¡ rozwi¡zaniami okresowymi, to i
h ró»ni
a speªnia równanie jednorodne y′ = y cos2 x,
zyli y1 − y2 = Cex/2+ sin 2x
4 (przypominam: ∫

cos2 x = x
2

+ sin 2x
4

). Ale x
2

+ sin 2x
4

> x
2
− 1

4
,wi�
 funk
ja ex/2+ sin 2x

4 jest nieograni
zona.Aby znale¹¢ rozwi¡zanie okresowe uzmienniamy staª¡ i otrzymujemy
C ′(x) = sin x · e−x/2− sin 2x

4 .Czyli, ostate
znie (tutaj wa»ne s¡ grani
e 
aªkowania!)
y(x) = ex/2+

sin 2x
4

(

D +

∫ x

0

e−y/2− sin 2y
4 sin ydy

)

.Pozostaje tylko pokaza¢, »e istnieje takie D, »e y jest okresowa. Zauwa»my, »e y(0) = D.Zauwa»my, »e w ±wietle okresowo±
i funk
ji cos x i sin x, wystar
zy pokaza¢, »e istniejetakie D, »e y(2π) = y(0). W rze
zy samej, je±li y(x) speªnia równanie wyj±
iowe zwarunkiem po
z¡tkowym y(0) = y0 oraz y(2π) = 0, to funk
ja y2(x) = y(x−2π) speªniato samo równanie z tym samym warunkiem po
z¡tkowym. Na mo
y jednozna
zno±
i
y2(x) = y(x), 
zyli y(x − 2π) = y(x). St¡d y jest okresowa.Ale mamy

y(2π) = eπ

(
∫ 2π

0

e−y/2− sin 2y
4 sin ydy + D

)

.Kªad¡

D =

eπ
∫ 2π

0
e−y/2− sin 2y

4 sin ydy

1 − eπ1



otrzymujemy szukane rozwi¡zanie. �Zadanie 3. Znajd¹ 
aªk� pierwsz¡ równania
3x2 + y2

y2
dx − 2x3 + 5y

y3
dy = 0.Rozwi¡zanie. Zauwa»my, »e ∂

∂y
3x2+y2

y2 = ∂
∂x

−2x3−5y
y3 = −6x2

y3 . Równanie jest wi�
 zupeªne.Caªkuj¡
 pierwsz¡ 
z�±¢ po x uzyskujemy H(x, y) = x3

y2 +x+C(y). Wtedy ∂
∂y

H(x, y) =

−2x3

y3 + C ′(y)
!
= −2x3

y3 − 5/y2. St¡d C(y) = 5/y + D. A zatem
H(x, y) =

x3

y2
+ x +

5

y
+ D.

�Zadanie 4. Znajd¹ rodzin� krzywy
h, które s¡ prostopadªe do rodziny y2 = Cex+x+1,
C ∈ R.Rozwi¡zanie. Wpunk
ie (x0, y0) na
hylenie krzywej z rodziny jest równe y′ = Cex+1√

Cex+x+1
=

y−x√
y
.Krzywa prostopadªa b�dzie miaªa na
hylenie równe −1/y′, 
zyli √

y

x−y
. Otrzymujemywi�
 równanie

dy

dx
=

√
y

x − y
.To równanie o wiele ªatwiej rozwi¡za¢ przyjmuj¡
 x za niewiadom¡, a y za zmienn¡.Mamy wtedy

dx

dy
=

1√
y
x −√

y.Jest to rówanie liniowe niejednorodne. Rozwi¡zanie równania jednorodnego ma posta¢
x(y) = C · e2

√
y. Uzmienniaj¡
 staª¡ do
hodzimy do warunku

C ′(y) = −√
ye−2

√
y.A wi�


C(y) = −
∫ √

ye−2
√

ydy =







u =
√

y

du
1√
y
dy







= −
∫

u4e−udu =

= e−u
(

u4 + 4u3 + 12u2 + 24u + 24
)

+ D.W ostate
zno±
i
x(y) = e2

√
yD + e

√
y
(

y2 + 4y3/2 + 12y + 24y1/2 + 24
)

.

�Grupa BZadanie 1. Rozwi¡» równanie Bernoulliego
y′ =

3

2

(y

x
+ 3

√
y x cos x

)

.I przedyskutuj jednozna
zno±¢ rozwi¡zania w zale»no±
i od warunku po
z¡tkowego
y(0) = y0.



Rozwi¡zanie. Równanie jest do±¢ nietypowe, bo wykªadnik przy y jest nie
aªkowity.Po pierwsze mamy rozwi¡zanie y ≡ 0.Dzielimy obie strony przez 3

2
3
√

y i podstawiamy z = y2/3. Otrzymujemy
z(x) =

z

x
+ x cos x.Uzmienniaj¡
 staª¡ dostajemy z(x) = C · x, a nast�pnie C ′(x) = cos x. St¡d

z(x) = x(sin x + D).A wi�

y(x) = x3/2 (sin x + D)3/2 .W tej 
hwili mo»emy przyst¡pi¢ do dyskusji jednozna
zno±
i. Kiedy y 6= 0 i x 6= 0,prawa strona jest gªadka, wi�
 mamy lokaln¡ jednozna
zno±¢ z twierdzenia Cau
hy'ego�Pi
arda. Problem mo»e pojawi¢ si� przy doj±
iu z y do zera lub przy x → 0.Zauwa»my, »e niezale»nie od wyboru D mamy limx→0 y(x) = 0 oraz limx→0 y′(x) = 0.W zwi¡zku z tym rozwi¡zanie do
hodzi do rozwi¡zania zerowego i prze
zy to jednoz-na
zno±
i.Z drugiej strony, je±li D ∈ [−1, 1], to gdy x0 = arcsin D, mamy y(x0) = 0. Wtym przypadku znowu do
hodzimy do zera w sko«
znym 
zasie i mo»emy sobie skleja¢rozwi¡zania. Zauwa»my przy tym, »e wykªadnik 3/2 w pot�dze gwarantuje, »e je±li

y(x) = 0, to y′(x) = 0: rozwi¡zania sklejaj¡ si� gªadko.Pozostaje tylko wyli
zy¢, dla jaki
h y0 mamy D ∈ [−1, 1], ale to ju» pomin�. �Zadanie 2. Nie
h f(x) b�dzie 
i¡gªa i ograni
zona na R. Udowodnij, »e równanie
y′ + y = f(x)ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie ograni
zone. Wykaza¢, »e je±li f jest okresowa, torozwi¡zanie to te» jest funk
j¡ okresow¡.Rozwi¡zanie. Jedyno±¢ rozwi¡zania ograni
zonego pokazujemy identy
znie, jak w przy-padku zadania drugiego w grupie A.Istnienie wynika z nast�puj¡
ej argumenta
ji. Równanie jednorodne ma rozwi¡zanie

y(x) = e−x, wi�
 rozwi¡zanie sz
zególne równania niejednorodnego (RSRN) ma posta¢
y(x) = e−x

(
∫ x

0

esf(s)ds + D

)

.Zauwa»my, »e je±li |f | < M , to |y(x)| < |D|e−x. Czyli przy x → ∞ ka»de rozwi¡zaniepozostaje ograni
zone. Pozostaje tylko znale¹¢ takie D, »eby rozwi¡zanie byªo ograni
-zone przy x → −∞. Poniewa» e−x → ∞, gdy x → −∞, D musi speªnia¢ warunek taki,»eby
lim

x→−∞

∫ x

0

esf(s)ds = −D.A wi�
 D =
∫ 0

−∞ esf(s)ds jest jedynym kandydatem. Wtedy mamy
y(x) = e−x

∫ x

−∞
f(s)esds.Zauwa»my, »e 
aªka w powy»szym wzorze sza
uje si� przez Mex, gdy |f | < M . St¡d

|y| < M , wi�
 rozwi¡zanie istotnie jest ograni
zone.Przypu±¢my teraz, »e f jest okresowa. Badanie bezpo±rednie, »e y jest okresowaprzekra
za 
ierpliwo±¢ 95% popula
ji. Dlatego zastosujemy inn¡ metod�: we¹my yrozwi¡zanie ograni
zone i w(x) = y(x + T ) (T jest okresem). Wtedy w′ = w + f(x) awi�
 w speªnia to samo równanie i te» jest ograni
zone. A wi�
 w = y. �Zadanie 3. Znajd¹ 
aªk� pierwsz¡ rówania
(1 + y2 sin 2x)dx − 2y cos2 xdy = 0.



Rozwi¡zanie. Zauwa»my, »e ∂
∂y

(1 + y2 sin 2x) = − ∂
∂x

2ycos2x = 2y sin 2x. A wi�
 mamyzupeªno±¢ ukªadu. St¡d H(x, y) = x − 1

2
y2 cos 2x + C(y). Wtedy H ′

y = −y cos 2x +

C ′(y)
!
= −2y cos2 x. Ale ze wzorów reduk
yjny
h mamy cos 2x = cos2 x − sin2 x =

2 cos2 x − 1. St¡d C ′(y) = y. Ostate
znie
H(x, y) = x − 2

1
y2 cos 2x +

1

2
y2 + D.

�Zadanie 4. Nie
h C b�dzie krzyw¡ zawart¡ w pierwszej ¢wiart
e ukªadu wspóªrz�dny
h.Zaªó»my, »e dla ka»dego punktu (x0, y0) ∈ C pole trapezu utworzonego przez:� Fragment osi OX;� Fragment osi OY;� Fragment sty
znej do C w punk
ie (x0, y0).� Od
inek pionowy, który ª¡
zy (x0, y0) z osi¡ OX.Jest stale równe 1 a krzywa C prze
hodzi przez (1, 1). Znajd¹ rówanie tej krzywej.Rozwi¡zanie. Sty
zna do krzywej C w punk
ie C = (x0, y0) prze
ina o± OY w punk
ie
A = (0, y0 − y′(x0)x0). Od
inek osi OY ª¡
z¡
y B = (0, 0) z punktem A oraz od
inekpionowy ª¡
z¡
y (x0, y0) z D = (x0, 0) stanowi¡ podstawy trapezu. Wysoko±
i¡ trapezujest od
inek BD. Li
z¡
 w sposób o
zywisty dªugo±
i boków |AB|, |CD| i |BD orazkorzystaj¡
 z wzoru S = 1

2
(a + b)h uzyskujemyPole trapezu =

1

2
(2y0 + y′(x0)x0)x0

!
= 1.Opu±¢my teraz zera w subskrypta
h dla 
zytelno±
i. Mamy równanie ró»ni
zkowe

1

2
y′x2 + xy = 1.Jest to równanie liniowe niejednorodne. Równanie jednorodne ma posta¢ y′ = 2 y

x
irozwi¡zanie y(x) = Cx2. Wstawiaj¡
 do równania mamy C ′(x)x4 = 1, 
zyli C(x) =

D − 1

3x3 . A zatem
y(x) = Dx2 − 1

3x
.Warunek y(1) = 1 daje D = 4

3
. �Kryteria o
enianiaZa ka»de zadanie mo»na uzyska¢ maksymalnie 4 punkty.Grupa A.

• Zadanie 11pkt: Wªa±
iwe podstawienie.1pkt: Rozwi¡zanie równania.1pkt: Wyli
zenie staªej.1pkt: Dyskusja ograni
zono±
i.
• Zadanie 21pkt: Rozwi¡zanie równania.2pkt: Istnienie rozwi¡zania ograni
zonego.1pkt: Jednozna
zno±¢ i okresowo±¢.
• Zadanie 31pkt: Sprawdzenie zupeªno±
i.3pkt: Wyzna
zenie funk
ji.
• Zadanie 41pkt: Napisanie równania.1pkt: Wyrugowanie staªej C.



2pkt: Rozwi¡zanie równaniaGrupa B.
• Zadanie 11pkt: Wªa±
iwe podstawienie.2pkt: Rozwi¡zanie równania.1pkt: Dyskusja jednozna
zno±
i (nawet krótka).
• Zadanie 21pkt: Rozwi¡zanie równania.2pkt: Istnienie rozwi¡zania.1pkt: Jednozna
zno±¢.
• Zadanie 31pkt: Sprawdzenie zupeªno±
i.3pkt: Wyzna
zenie funk
ji.
• Zadanie 42pkt: Napisanie poprawnego równania.2pkt: Rozwi¡zanie równaniaWynikiImiona wstawiaªem tylko tam, gdzie nie wyzna
zaªo to osoby jednozna
znie. O
enaozna
za o
en� z kolokwium, mo»e ona by¢ podniesiona przez oddawanie zada«. Niedoty
zy to o
eny niedostate
znej, któr¡ poprawi¢ mo»e jedynie kolokwium poprawkowe.Imi� nr indeksu grupa Zad 1. Zad 2. Zad 3. Zad 4. Suma O
ena222124 B 2 � 0 2 4 ndst222167 B 4 4 2 4 14 bdbTomasz 222168 B 3 0 3 4 10 dst+Piotr 233875 A 4 0 0 � 4 ndst233970 A 3 1 4 � 8 dst234163 A 4 2 � 2 8 dst234204 B 4 2 4 4 14 bdb234585 A 1 1 0 0 2 ndst234586 A 0 � 4 1 5 ndst234596 B 3 0 3 � 6 ndst+234701 B � 1 0 3 4 ndstTomasz 235854 B 3 3 4 � 10 dst+Piotr 235886 B 4 2 4 2 12 dbTomasz 236049 B 4 3 4 4 15 bdbTomasz 245893 B 2 3 4 4 13 db+


